Prova 2

Probabilidade Primeiro Semestre
Wyara Vanesa Moura e Silva 2022
Questao 1

Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes com fungao de probabilidade geométrica

de parametros a > 0 e 8 > 0 respectivamente.

PX=k=aol-a), PY=kK=p0-p)F' Lk=12,...

Definimos:

U=min{X, Y}, V=max{X Y}, W=V-U

1. Calcular a probabilidade conjunta de (U, V)
Solugdo:

Probabilidade conjunta de (U, V):

P(U=u4,V=v) = Pmin{X, Y} =umax{X, Y} =0v,X>Y) +
+ P(min{X, Y} =u,max{X, Y} =v,X <Y)
= PY=uX=v,v>u)+PX=uY =v,u<v)
= P(Y=u)P(X=v)L(v>u)+P(X=u)P(Y =v)l(u<w)
(1 )P B(1 - B (0 > ) +a(l — )" 5(1 — B M (u < v)
— 0B — ) (1= B (02 )+ (1 — o) (1= B < )]

I
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e resultados adicionais:

funcao de probabilidade do min{X,Y} =U



P(U=u) = Pmin{X,Y}=k)
= Pmin{X, Y} =kX<Y))+Pmin{X,Y} =kX>7Y))
= PX=kY>k+PX>EkY=Ek)

P(X>k) = P(X>k) —P(X=k)
= (1- a)k_l —a(l - a)k_l

— -t (1-a)

PX>k) = i a(l — )kt
k=u

P(U =u) = Pmin{X,Y}=k)
= [al-a)" 11 =BT+ (1 - )" (1 —a)B(1 - B)* ]
1—a)(1= B [a+5(1-a)
]

(
1-—a) 1= " o+ B —ap)

— —

Funcao de probabilidade do max{X,Y} =V



P(max {X,Y})

P(Y < k)

P(max {X,Y})

Pmax{X, Y} =£k,X<Y) + Pmax{X, Y} =kX>Y)
PX<EY=kK+PX=£kY <k)
PX<E)P(Y =k) +P(X =k)P(Y <k)

—P(X>k) = 1-[1-a)f1(1-0a)

—P(X>k) = 1-[(1-B)""]

{1-[1-a)F 1 -a)]} s -kt +

+ {1 — [(1 — ,B)k_l] } a(l — a)k_l

BL=B)F =881 =11 -a)f (1 —a) +

+a(l — )P —a(l - a)f~1(1 - g)F?

(1=B)F 1 [B=B1 =) (1-0a)—a(l—a) ] + ol —a)!
BIL=B)F 1 + a(l —a)ft — [(1—a)(1=B)* 1 [B(1 — ) +q]

o0

Z:l{ﬁ —i—a(l—a)kfl_[ﬁ(l—a)—l-a] [(1_a)(1_ﬂ)]k—1}
5%1_ k1+a21—a Bl —a)+a]-

k=1
'g[(l_a)(l_ﬂ)}k 1
5'1—(%—5)*“‘1—&_&)—[5<1—a)+a1-1_(1_2)(1_6)
1+41-1 =1

B1-BF ol -t = [1-a)1-8)""[B1-a)+a]

2.Provar que U e V sao independentes

Solugdo:

U=min{X,Y}, W=max{X,Y}-U



Pmin{X,Y} =u,max{X, Y} —min{X, Y} = w)

Pmin{X,Y} =u,max{X, Y} —min{X, Y} =w,X <Y))

+ Pmin{X, Y} =u,max{X, Y} —min{X, Y} =w,X >Y))
PX=uY - X=w,Y>X)+P(Y=u,X-Y =w,X >Y)
PX=uY=wtuwt+u>u)+P(Y =u,X=w+uw+u>u)
PX=u,Y=w+uw>0)+P(Y=u,X=w+uw>0)
a(l—a)* 1B(1 = Bt My 0.y (w) +

+al - @) B - B Mgy ()

aB(1 - a)y=1B(1— Byt -

(=B o1, (W) + (1 — )T oy (w)]

Agora, iremos encontrar as marginais,

=u) = Y af(l-a)"'(1-H 1B +
w=0

+ > apl—a) 1= (1-a)”
w=1
= af(l—a) (1 -p) "

[ oo

: Z<1—5>w+2(1—a>w]
Lw=0 w=1
= aﬁ_{(l—axl—m]“i |
1 11—«
' _1—(1—6)+1—(1—a)}

= [A—a)1 =B (a+B—aB)

= Y afl-a)t1-pt.
w=0
(1= B) L0121 (w) + (1 — )L y(w)]
= af[(1-B)"Iyo12, 3 (w) + (1 — )Ly 3 (w)] -
: Z [(1—a)(1—p)"
w=0

= af[(1- 5)11”]1{0,1,2,...}(10) +(1— a)wll{m,_"}(w)] :

I-(1-a)(1-8)



1
= aﬁm (1 - B) 01,2, 3 (w) + (1 — a)wll{1,2,.‘.}(w)}

Logo, como P(U = u, W = w) = P(U = u) - P(W = w) entao, U e W sao independentes,

assim estd provado.

Questao 2
Seja o espaco amostral QQ = {a, b, c} e considere a sigma dlgebra como o conjunto das partes.

Definimos as probabilidades sobre este espago por

P({a}) = 5 P({b})=; P({c) =1

Sejam as varidveis aleatorias X e Y definidas por

X(w) =Ly (W) = Ipep(w) e Y(w)=TIg(w) = Lg(w).
Onde o indicador é definido por

1 se weAd

gy (w) =
0 se caso contrario.

1. Calcular as distribuices de probabilidade de X e Y.

Solugdo:
X({a}) = 1, X({b}) = -1, X({c}) = -1
PX=1)=3, PX=-1)=;+;=¢

assim a distribuicao de probabilidade de X é:

Table 1: Distribuicao de probabilidade de X

X -1 01
PX=k) } }

Y({a}) = 0, Y({b}) = 1, Y({c}) = -1

P(Y = 0) = = MY:U:%, P(Y =-1)= 1.

assim a distribuicao de probabilidade de Y é:



Table 2: Distribuicao de probabilidade de Y

Y 10 1
PY=£k 1 1 1

2. Calcular E[XY]. X e Y sao independentes?

Solugdo:
Como,
EX) = -1-P(X=-1)+1-P(X=1)
= -1 14—1 1—O
= 5 5 =
EY) = -1-P(Y=-1)40-P(Y=0)+1-P(Y=1)
1 1 1
- _1.= L2412 =
4+O 2+ 1 0

Logo, X e Y sao independentes, dado que a probabilidade de um evento em X ocorrer nao
depende de nenhum evento ocorrer em logo, X e Y sao independentes, dado que a probabilidade
de um evento em Y.

Portanto, pela propriedade da esperanca,
EXY) = EX)-E(Y) =0

Questao 3

Sejam X e Y variaveis aleatérias independentes com funcao densidade de probabilidade
uniforme no intervalo [0, a]. Definimos Z = X +7Y
1. Fazer um desenho da fungao de distribuicao de Z, para a > 0.

Solugdo:

2. Calcular a funcao densidade de Z, para a > 0.

Solucao:
fole) = = fyly) >0
12 = [ @) e =)
Logo,
sel<z<a
f2(2) = / é'%dxzﬁ x = z-% ]l(o,a)(z)
0 0



sea<z<2a

Questao 4

Seja o vetor (X,Y) aleatério com fungao densidade conjunta densidade conjunta dada por

2777V se O<zr<y< o™
fxy(z.y) = .
0 se caso contrario.

1. Calcular E[X] e E[Y].

Solugdo:
folx) = / 2" Vdy = 26_””/ e Ydy
= 2% (—e_y\;o) = 2e %% = 26_2&‘]1(0’00)(1‘)
y Y
fyy) = / 27" Ydx = Ze_y/ e “dx
0 0
= 2eYV(—e"ff) = 2eY(—eV+1) = 2eV(1—e V) (y)
Assim,
E(X) = z-2e P dr = 2/ re **dx
0 0
1 *° > 1
= 2 {x-—e‘z‘” —/ —edex} =
1 °°2 0 ’ % & 1 1
= 2 / ey = [—Ze 2 = ——-(-1) = =
2 J, 2° |, 2 2
E(Y) = Y- 2e 2y(l—e_Qy )dy = 2 (ye )dy
0 0

2. Calcular a esperancga condicional de E[Y]X].



Solugdo:

EYX) = [y Foxlole)dy
2e7T7Y —r—y+2z r—
frx(ylz) = e 2w — ¢ T = eV, logo,
(e.) o
EYX =2z = / y-ex_ydy:ex-/ y-e Ydy
) xX
= €|y —e Y7 — —eydy}
0o x
= €|z e_m—i-/ e ydy] =€ [z-e "+ (—eY]))]
x
= e'lz-eP4+e ] =ax+1

E[Y|X] = X+1



